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ïﬁÝ>évØ6Ó0ÛbñxÖjÝìÓmÕhÖ0évÛhÑFÔéåå
n
ÐÞ
Xn.
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Ó0éåÕhÖjÐÛP×
X2n = α
′
0Xn + β
′
0 + ε
′
2n,
ß
Å
¶ ZTâ
ñxÝ>éÓ0é
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P : S × S2 → [0, 1] g 9¡g©£©ª¢6£
• P (., A) vµ(j¢hg <j¢´g­\P¢P­­ A ∈ S2 «
• P (x, .) ¢v°-j´j¢´g­ C£C(µ(j¢hg <0 P¤ (S2,S2) P¢P­­ x ∈ S ¼
8>ÛPÓ
p ≥ 1 üPñNéNî9é×>ÛPÖ0éNòð B(Sp) ßÓ0éÞjúD¶ Bb(Sp) ü C(Sp) ü Cb(Sp) âHÖjÝ>éﬁÞ0éÖ2ÛhÑÕhåå Sp æ_ôébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9åévßÓ0éÞjúD¶
Sp æ_ôébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9åéÕh×>îòÛPÒ9×>î9éîHü<ÔÛP×ÖjÐ×Ò>ÛPÒ>ÞbüªÔÛP×ÖjÐ×Ò>ÛPÒ>ÞﬁÕh×>îòÛPÒ9×>î9éîIâô(Õhú9ú9Ð×9Ø f : Sp → R ¶#8>ÛPÓ
f ∈ B(S3) üªñxÝ>é×ÐÖtÐÞtî9é4>×>éîHü9ñNéî9é×>ÛPÖ0éòð Pf ∈ B(S) ÖjÝ>é3ÑCÒ9×>ÔÖjÐÛP×
x 7→ Pf(x) =
∫
S2
f(x, y, z)P (x, dy, dz).
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(Xn, n ∈ T) ´0(¢v¢Pµ ­ R S ®
¨h¢P­  >jj¢P¤-TPµ ¨h¢Pgw¢´g­m³¤jáP¤ ¢³­p£g0j(°-j´j¢´g­ C£C$_°9¢T¡m
(Ω,F , (Fr , r ∈ N),P) ¼_Y£ ν
´0¢"°-j´j¢´g­ C£CìP¤
(S,S) ¢P¤- P ´0¢ T ®q£Cj¢P¤9gC£CwP¤°-j´j¢´g­ C£C¼¯¢P£©ª¢6£ (Xn, n ∈ T) ¢
(Fr) ®j´g g <j¡0¢6£C¤<¥(¦¢Pm§PP¨¡g©ª¢P¤FC£©¤>C£Cw¢P­DP£Cg_´g ª£CwP¤ ν ¢P¤- T ®q£Cj¢P¤9gC£CwP¤°-j´j¢´g­ C£C P  
• Xn  Frn
®µ(j¢hg <j¢´g­NP¢P­­
n ∈ T «
• L(X1) = ν «
• P¢P­­ r ∈ N ¢P¤-tP¢P­­6¢Pµ ­  (fn, n ∈ Gr) ⊆ Bb(S3)
E
[ ∏
n∈Gr
fn(Xn,X2n,X2n+1)
∣∣∣Fr
]
=
∏
n∈Gr
Pfn(Xn).
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·
⋂
S
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X = (Xn, n ∈ T) ´0"¢ P ∗ ®wﬁ¦ P¤ (S¯, S¯),
FC£©
P ∗
¢6£CgP¤<¥;RÀT¼¾T¼(¯"¡0¢P­­
(Xn, n ∈ T∗), FC£© T∗ = {n ∈ T : Xn 6= ∂}, ¢ ﬁ¦ P¤ä¬¯
£C00b¼YD©9
P ∗
®wﬁ¦ê¢Pw_°9¢6£Cw¢P­­ "©ªPµ0¥g¤jP v 
p1,0 = P
∗(x, S×S), p0 = P ∗(x, S×{∂}),
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p1 = P
∗(x, {∂} × S) T¤-6£ﬁ_°>g¤-P¤ x ∈ S. · _°9¢6£Cw¢P­­ ©ªPµ0¥g¤jP  P ∗ ®wﬁ¦ v¢Pw
g b°>gg®R¡gC£Cw¡0¢P­2 
m > 1,
©9g0
m = 2p1,0 + p1 + p0.
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(Yn, n ∈ N) ÖjÝ>éÙÕhÓjÚTÛbÜÔ0ÝIÕhÐ×ÛP× S ñxÐÖjÝ Y0 = X1 Õh×>îÖjÓmÕh×>ÞjÐÖjÐÛP×ú9Ó0ÛPòIÕhò9ÐåÐÖð
Q = 1m(P
∗
0 + P
∗
1 ).
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p1,0.
³m¤-P¨bwP 9¢P­¹"¥P¨Pm"´g£©£_£C\¤-P¨bwP 9¢P­ 3©w¡g©P¤>­ P¤Y£©9
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p0.
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1− p1,0 −
p0 − p1.
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J ⊂ T, åéÖ
J∗ = J ∩ T∗ = {j ∈ J : Xj 6= ∂}
òéÖjÝ>é3ÞjÒ9ò>Þ0éÖﬁÛhÑYåÐÜ<Ð×9Ø ÔéååÞtÕhôÛP×9Ø
J,
Õh×>î |J | òéÖjÝ>é3ÔbÕhÓ0îªÐ×IÕhåHÛhÑ J. ïﬁÝ>é3ú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ (|G∗k|, k ∈ N) ,
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ψ(z) = (1− p0 − p1 − p1,0) + (p0 + p1)z + p1,0z2,
Õh×>îþÖjÝ>éÕÜTéÓmÕhØTé×Ò9ôòéÓìÛhÑî>ÕhÒ9Ø6ÝÖ0éÓ0Þ$ÕhåÐÜTéÐÞ
m.
ßÖÐÞÚ<×>Ûbñx×DüvÞ0ééé6¶ Ø1õ Z
÷
üÖjÝIÕhÖ
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W
¶tÙ$ÛPÓ0éÛbÜTéÓbü
P(W > 0) = 1
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ÖjÝ>éÓ0évÐÞx×>ÛégëªÖjÐ×>ÔÖjÐÛP×D¶FçévÝIÕÜTé
ÑwÛPÓÕhåå
r ≥ 0,
E [|G∗r|] = mr
Õh×>î
E [|T∗r |] =
r∑
q=0
E
[|G∗q |] = mr+1 − 1m− 1 := tr. ß Å ¶ µ6â
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t−1r |T∗r |
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i ∈ T, Þ0éÖ ∆i = (Xi,X2i,X2i+1) ÖjÝ>évôÛPÖjÝ>éÓRæî>ÕhÒ9Ø6ÝÖ0éÓ0Þ9	ÒIÕh×ÖjÐÖjÐéÞ3ÛhÑFÐ×Ö0éÓ0éÞjÖb¶ 8>ÛPÓ
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J ⊂ T, ñNéÞ0éÖ
MJ(f) =

∑
i∈J
f(Xi)
ÑwÛPÓ
f ∈ B(S¯),∑
i∈J
f(∆i)
ÑwÛPÓ
f ∈ B(S¯3),
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f
ÛbÜTéÓ
J
MJ(f) =
1
|J |MJ(f)
ÐpÑ |J | > 0 Õh×>î M˜J(f) = 1
E [|J |]MJ(f)
ÐpÑ
E [|J |] > 0. ß Å ¶ <Tâ
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ÑwÛPÓ
J = G∗n
Õh×>î
J = T∗n,
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n
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ÖjÝ9ÐÞúIÕhúéÓ"î9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞÑwÛPÓÖjÝ>Û6Þ0é(ÕÜTéÓmÕhØTéÞb¶ïﬁÝ>éÞ0é(î9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×êÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞñxÐååﬁÕhååÛbñ
Ö0Û$Ý9ÐØ6Ý9åÐØ6ÝÖ(ÖjÝ9Ó0ééÓ0éØ6ÐôéÞ"ÑwÛPÓ ÖjÝ>éÞjúééîäÛhÑ
ÔÛP×ÜTéÓjØTé×>ÔéìÛhÑvÕhòÛbÜTéÕÜTéÓmÕhØTéÞbü\ÖjÝÒ>ÞÞjÝ>ÛbñxÐ×9ØêÕ
ÔÛPôúéÖjÐÖjÐÛP×òéÖñNéé×ÖjÝ>é"éÓjØTÛ<îªÐÔÐÖðìÛhÑÖjÝ>é"éôòéî9î9éîÙÕhÓjÚTÛbÜìÔ0ÝIÕhÐ×
(Yn, n ∈ N) Õh×>îìÖjÝ>é"ÞjÐ(bé
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ÞjÖjÒ>îªðÛhÑYó
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3ÛPÖjÐÔéÖjÝIÕhÖﬁî9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞﬁñNéÓ0é
ÕhåÓ0ébÕPîªðÞjÖjÒ>îªÐéî(Ð×
ÖjÝ>é ×>Ûî9ébÕhÖjÝÔbÕPÞ0éõ ·
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üÖjÝIÕhÖvÐÞ
m = 2.
çé ñxÐååÑwÛPååÛbñﬀéÞ0Þ0é×ÖjÐÕhååð$ÖjÝ>é ÞmÕhôéÕhú9ú9Ó0ÛTÕPÔ0ÝÖjÝIÕhÖ
ÖjÝ>é
åÕhÖjÖ0éÓ3úIÕhúéÓtÑwÛPÓÖjÝ>éú9Ó0Û<ÛhÑwÞÛhÑ\ÛPÒ9Ó3Ó0éÞjÒ9åÖ0Þb¶B3ÛbñNéÜTéÓbü-ñNéñxÐååYÐ×ÖjÓ0Û<îªÒ>Ôé Þ0ÛPôéôÛ<îªÐT4IÔbÕhÖjÐÛP×>ÞvÛP×
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	ÒIÕhåÐÖjÐéÞvÑwÛPÓÕÜTéÓmÕhØTéÞß
Å
¶ <TâgüHÑwÛPÓ
J = G∗n
Õh×>î
J = T∗n
¶ïﬁÝ9ÐÞñxÐååFòéî9ÛP×>éÒ9×>î9éÓ
Ò9×9ÐpÑwÛPÓjô ØTéÛPôéÖjÓjÐÔvéÓjØTÛ<îªÐÔÐÖðÕPÞ0ÞjÒ9ôú9ÖjÐÛP×ÑwÛPÓ
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ü9Õh×>îÞjÒ9ÐÖmÕhò9åéÕPÞ0ÞjÒ9ôú9ÖjÐÛP×>ÞxÛP×ÖjÝ>é
ò9Ð×IÕhÓjðã3ç
ÖjÓ0éé6¶êß× Þ0éÔÖjÐÛP×¹ZªüñNéñxÐååﬁÑwÛ<ÔÒ>Þ Ð×äúIÕhÓjÖjÐÔÒ9åÕhÓ(ÛP× ÖjÝ>éº4>Ó0ÞjÖÛPÓ0î9éÓò9ÐpÑCÒ9Ó0ÔbÕhÖjÐ×9ØêÕhÒ9Ö0ÛPÓ0éØ6Ó0éÞ0ÞjÐÜTé
ú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ\ñxÐÖjÝôÐÞ0ÞjÐ×9Ø"î>ÕhÖmÕî9éÞ0ÔÓjÐòéî(Ð×Þ0éÔÖjÐÛP×
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ÐÞNî9éîªÐÔbÕhÖ0éîÖ0ÛÖjÝ>éú9Ó0Û<ÛhÑwÞ\ÛhÑYÛPÒ9Ó
Ó0éÞjÒ9åÖ0Þb¶
ö
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çéÔÛP×>ÞjÐî9éÓtÖjÝ>é3ÑwÛPååÛbñxÐ×9Ø(Ýð<úÛPÖjÝ>éÞjÐÞ
ßw+o3ÁÂïﬁÝ>éÓ0éáégëªÐÞjÖ0ÞÕú9Ó0ÛPòIÕhò9ÐåÐÖðþôébÕPÞjÒ9Ó0é
µ
ÛP×
(S,S) ÞjÒ>Ô0ÝþÖjÝIÕhÖÑwÛPÓÕhåå f ∈ Bb(S) ñxÐÖjÝ
〈µ, f〉 = 0, ÖjÝ>éÓ0évÐÞ c > 0 ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖxÑwÛPÓÕhåå k ∈ N Õh×>îÑwÛPÓÕhåå x ∈ S, |Qkf(x)| ≤ cαk.
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√
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p1,0 + p0 + p1 = 1
üªñxÝ>éÓ0é
p1,0
ü
p0
Õh×>î
p1
ÕhÓ0éî9é4>×>éîÐ×ìÞ0éÔÖjÐÛP×
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ÖjÝIÕhÖvÖjÝ>éÙÕhÓjÚTÛbÜáÔ0ÝIÕhÐ×
Y
ÐÞéÓjØTÛ<îªÐÔ6üHÖjÝIÕhÖÐÞ3ÑwÛPÓÕhåå
f ∈ Cb(S) Õh×>îÑwÛPÓ3Õhåå x ∈ S, lim
k→∞
Ex[f(Yk)] = 〈µ, f〉.

Þ0ÞjÒ9ôÐ×9ØÝð<úÛPÖjÝ>éÞjÐÞ
Ã
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¶B3ÛbñNéÜTéÓbü9ÛPÒ9Óﬁî9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞtÕhåÞ0ÛñNÛPÓjÚÑwÛPÓ
m ≤ √2 üò9Ò9ÖﬁÖjÝ>éð
ÕhÓ0é×>ÛPÖÓ0éåéÜ6Õh×ÖÑwÛPÓÖjÝ9ÐÞÔbÕPÞ0é6¶(ïYÛØTéÖÓ0éåéÜ6Õh×Ö"î9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞÑwÛPÓ
m ≤ √2 ÐÞÞjÖjÐååNÕh×
ÛPúé×ú9Ó0ÛPò9åéô ÖjÝIÕhÖtñNévñxÐååDú9Ò9Ó0ÞjÒ>évÐ×ìÕh×ìÛPÖjÝ>éÓtñNÛPÓjÚ¶
ß×$ÖjÝ>é"Þ0é
	Ò>éå_ü
Hr
ñxÐååî9é×>ÛPÖ0é ÛP×>é ÛhÑÖjÝ>é Þ0éÖ
Gr
ÛPÓ
Tr.
çé"Þ0éÖ
hr = (m
2/2)r
ÐpÑ
Hr = Gr
Õh×>î
hr = (m
2/2)r+1
ÐpÑ
Hr = Tr
¶NçéÔbÕh××>Ûbñ'ÞjÖmÕhÖ0éÛPÒ9Óô(ÕhÐ×ìÓ0éÞjÒ9åÖ0Þb¶l3ÛPÖjÐÔéÖjÝIÕhÖ
Õh×ðÑCÒ9×>ÔÖjÐÛP×
f
î9é4>×>éîÛP×
S
ÐÞtégëªÖ0é×>î9éîÖ0Û
S¯
òðÞ0éÖjÖjÐ×9Ø
f(∂) = 0.
	HGJI\Mc¢>I,KÇ-R^-R;ÈY¤-g©m°96£©9mg
Ã
+o3Á(¢P¤-
Ã
+_)Á«ﬁ­£
f ∈ Bb(S) g 9¡g©$£©ª¢6£ 〈µ, f〉 = 0. D©9g¤
Nv©ª¢P¨PP¢P­­
δ > 0

•   mα < 1 «\£©9g¤ ∀r ∈ N «
P
(
M˜H∗r (f) > δ
)
≤ exp (c′′δ) exp (−c′δ2hr) ;
•   mα = 1 «\£©9g¤ P Hr = Gr ¢P¤- ∀r ∈ N «
P
(
M˜H∗r (f) > δ
)
≤ exp (c′′δ) exp (−c′δ2(m2/2)r) ;
•   mα = 1 «\£©9g¤ P Hr = Tr ¢P¤- ∀r ∈ N «
P
(
M˜H∗r (f) > δ
)
≤ exp (c′′δ(r + 1)) exp (−c′δ2(m2/2)r+1) ;
•   1 < mα < √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N g 9¡g©ì£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
M˜H∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c′δ2hr) ;
•   mα = √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N g 9¡g©£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
M˜H∗r (f) > δ
)
≤ exp
(
−c
′δ2hr
r
)
;
•   mα > √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N∗ g 9¡g©£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
M˜H∗r (f) > δ
)
≤ exp
(
−c
′δ2
α2r
)
;
©9g0m«
• r0 := log
(
δ
c0
)
/ log(α) − k0, FC£© k0 ∈ {0, 1} «
• c0 « c′ ¢P¤- c′′ ¢P0x°9hgC£C¨P ¡0P¤9£_¢P¤I£©w¡g©ì_°>g¤-P¤ α « m «N¢P¤- c ¢P¤-(µ¢PP É3g­ ¤
´g­ ¤b¼
	HGJI\Mc¢>I,KÊ-R`PRDÈY¤-g3©m°96£©9mg
Ã
+o3Áb®
Ã
+;-Á«N©ª¢P¨PPv¢P­­
f ∈ Bb(S) g 9¡g©£©ª¢6£ 〈µ, f〉 6= 0
¢P¤-tP¢P­­
δ > 0

•   mα < 1 «\£©9g¤ ∀r ∈ N «
P
(
M˜H∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ exp (c′′δ) exp (−c′δ2hr)+Ar;
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•   mα = 1 «\£©9g¤ P Hr = Gr ¢P¤- ∀r ∈ N «
P
(
M˜H∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ exp (c′′δ) exp (−c′δ2(m2/2)r)+Ar;
•   mα = 1 «\£©9g¤ P Hr = Tr ¢P¤- ∀r ∈ N «
P
(
M˜H∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ exp (c′′δ(r + 1)) exp (−c′δ2(m2/2)r+1)+Ar;
•   1 < mα < √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N g 9¡g©ì£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
M˜H∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ exp (−c′δ2hr)+Ar;
•   mα = √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N g 9¡g©£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
M˜H∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ exp
(
−c
′δ2hr
r
)
+Ar;
•   mα > √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N∗ g 9¡g©£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
M˜H∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ exp
(
−c
′δ2
α2r
)
+Ar;
©9g0m«
• P¢P­­ r ∈ N,
Ar =
{
c′ exp
(−c′′δ2/3(m1/3)r)   Hr = Gr
exp
(
c′δ2/3
)
exp
(
−c′′δ2/3 (tr/(r + 1)2)1/3)   Hr = Tr,
• r0 := log
(
δ
c0
)
/ log(α) − k0, FC£© k0 ∈ {0, 1},
• c0, c′ ¢P¤- c′′ ¢P0t°9hgC£C¨P"¡0P¤9£_¢P¤I£©w¡g©ì_°>g¤-P¤ α « m «N¢P¤- c ¢P¤-(µ¢PP É3g­ ¤
´g­ ¤b¼
ﬂDI,KN¡/¢>£F-R(¤mR78>ÛPÓ 〈µ, f〉 = 0 ßCïﬁÝ>éÛPÓ0éô ö ¶ ö âgü-ÖjÝ>éÓ0éÐÞ×>ÛÕPî9îªÐÖjÐÛP×IÕhåÖ0éÓjô Ð×ìÖjÝ>é"î9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×ÛhÑ
ÕÜTéÓmÕhØTé
M˜H∗r (f)
¶ﬁç±Ý9ÐåéÐ×$ïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶ ZÖjÝ>éÓ0éÐÞ
Õh×ÕPî9îªÐÖjÐÛP×IÕhåÖ0éÓjô
Ar
ñxÝ9ÐÔ0ÝáÕhú9úébÕhÓ0Þb¶tïﬁÝ9ÐÞ
Ö0éÓjô ÐÞtÕ ÔÛP×ÖjÓjÐò9Ò9ÖjÐÛP×ÛhÑÖjÝ>é
ò9Ð×IÕhÓjðìãvÕhåÖ0ÛP×ªæ_çÕhÖ0Þ0ÛP×ÖjÓ0ééÛP×ÖjÝ>éî9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×ìÛhÑFÕÜTéÓmÕhØTé
M˜H∗r (f)
ñxÐÖjÝ$Ó0éÞjúéÔÖÖ0Û 〈µ, f〉W ¶xïﬁÝ9ÐÞ3égëªú9åÕhÐ×$ñxÝðñNé×>ééî$ÕPî9îªÐÖjÐÛP×IÕhåÝð<úÛPÖjÝ>éÞjÐÞ ßw+;-âﬁÐ×$ïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶ Zªü9òéÔbÕhÒ>Þ0é
ñNévÝIÕÜTéÖ0Ûî9ébÕhåDñxÐÖjÝÖjÝ>éî9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞxÑwÛPÓ3ãvÕhåÖ0ÛP×ªæ_çÕhÖ0Þ0ÛP×ìú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ0éÞb¶
ïﬁÝ>év×>égëªÖxÓ0éÞjÒ9åÖ0ÞÔbÕh×òévÞ0éé×$ÕPÞÕ ÔÛP×>Þ0é
	Ò>é×>ÔéÛhÑÖjÝ>évú9Ó0éÜ<ÐÛPÒ>ÞtÓ0éÞjÒ9åÖ0Þb¶
	HGJI\Mc¢>I,KÇ-R^Ì-Rì¯¢hmg <µ("£©ª¢6£\©m°96£©9mg
Ã
+o3Áj.
Ã
+;-Á¢P0¢6£C³ﬁj¼fY£
f ∈ Bb(S). Í P ¢P­­
δ > 0,
P¢P­­
a > 0
¢P¤-tP¢P­­
b > 0
g 9¡g©£©ª¢6£
b < a/(δ + 1),
N
©ª¢P¨P
•   mα < 1 «\£©9g¤ ∀r ∈ N «
P
(
MH∗r (f)− 〈µ, f〉 > δ
∣∣∣W ≥ a) ≤ exp (c′′δb) exp (−c′(δb)2hr)+Ar;
•   mα = 1 «\£©9g¤ P Hr = Gr ¢P¤- ∀r ∈ N «
P
(
MH∗r (f)− 〈µ, f〉 > δ
∣∣∣W ≥ a) ≤ exp (c′′δb) exp (−c′(δb)2(m2/2)r)+Ar;
•   mα = 1 «\£©9g¤ P Hr = Tr ¢P¤- ∀r ∈ N «
P
(
MH∗r(f)− 〈µ, f〉 > δ
∣∣∣W ≥ a) ≤ exp (c′′δb(r + 1)) exp (−c′(δb)2(m2/2)r+1)+Ar;
1-*["-%(2\'3%^]-0_%`0)*&a-bc2)d%('3%`*& fe[]-g_$&%(e\b)g3h&2\'3%`0-ikjl2-gc+m]/"Nh/nc2)%`0- 9]-0oi)2)d')]-03pTqr2\') @]-0_'cgc*,*tÎ
•   1 < mα < √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N g 9¡g©ì£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
MH∗r (f)− 〈µ, f〉 > δ
∣∣∣W ≥ a) ≤ exp (−c′(δb)2hr)+Ar;
•   mα = √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N g 9¡g©£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
MH∗r(f)− 〈µ, f〉 > δ
∣∣∣W ≥ a) ≤ exp(−c′(δb)2hr
r
)
+Ar;
•   mα > √2 «\£©9g¤ ∀r ∈ N∗ g 9¡g©£©ª¢6£ r > r0 «
P
(
MH∗r (f)− 〈µ, f〉 > δ
∣∣∣W ≥ a) ≤ exp(−c′(δb)2
α2r
)
+Ar;
©9g0m«
• P¢P­­ r ∈ N,
Ar =
{
c′ exp
(−c′′(δb)2/3(m1/3)r)   Hr = Gr
exp
(
c′(δb)2/3
)
exp
(
−c′′(δb)2/3 (tr/(r + 1)2)1/3)   Hr = Tr,
• r0 := log
(
δb
c0
)
/ log(α) − k0, FC£© k0 ∈ {0, 1},
• c0, c′ ¢P¤- c′′ ¢P0°9hgC£C¨P(¡0P¤9£_¢P¤I£"©w¡g©á_°>g¤-$P¤ α « m, a, ¢P¤- c «3¢P¤-µ¢PP É3g
­ ¤"´g(­ ¤b¼
çéìÝIÕÜTé$ÖjÝ>éÑwÛPååÛbñxÐ×9Ø égëªÖ0é×>ÞjÐÛP×ÛhÑ"ÕhòÛbÜTé$ÖjÝ>éÛPÓ0éôÞñxÝ>é×
f
î9Û<éÞ(×>ÛPÖÛP×9åð î9éúé×>îþÛP×Õh×
Ð×>îªÐÜ<ÐîªÒIÕhå
Xi,
ò9Ò9ÖÛP×ÖjÝ>é
ôÛPÖjÝ>éÓRæî>ÕhÒ9Ø6ÝÖ0éÓ0Þ3ÖjÓjÐÕh×9Ø6åé
∆i.
	HGJI\Mc¢>I,KÏ-R`ÐPRXY£
f ∈ Bb(S3). ³ 〈µ,P ∗f〉 = 0, £©9g¤9«v <¤-g(©m°96£©9mgLÑªÒNÓﬀÔ¢P¤-¹ÑªÒÖÕ,ÔT«
N©ª¢P¨P g¨bw¢6£CwP¤á¤j² 9¢P­ C£C_m R×D©9jP0gµ ¹ª¼¹
P
M˜H∗r (f).
³ 〈µ,P ∗f〉 6= 0,  <¤-g ¢TTPC£CwP¤-¢P­
©m°96£©9mgÑªÒkØ[ÔT«2Nt©ª¢P¨Pvg¨bw¢6£CwP¤¤j² 9¢P­ C£C_mvR5D©9jP0gµ ¹ª¼`ÙﬁP
M˜H∗r (f)−〈µ,P ∗f〉W
¢P¤-
RDD©9jP0gµ ¹ª¼ÁtP
MH∗r (f)− 〈µ,P ∗f〉
¼
ﬂDI,KN¡/¢>£-RÚ)R½CDéÖ3Ò>Þ3ÞjÖjÓ0éÞ0ÞÖjÝIÕhÖ3òðÖ0éîªÐÛPÒ>Þbü-ò9Ò9Ö3ÞjÖjÓmÕhÐØ6ÝÖRÑwÛPÓjñﬁÕhÓ0îáÔbÕhåÔÒ9åÕhÖjÐÛP×>ÞbüÖjÝ>é"ÔÛP×>ÞjÖmÕh×Ö0Þ
ñxÝ9ÐÔ0ÝÕhú9úébÕhÓxÐ×ÖjÝ>évú9Ó0éÜ<ÐÛPÒ>ÞxÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞÔbÕh×òé
ô(ÕPî9éégëªú9åÐÔÐÖb¶
CDéÖtÒ>ÞxÓ0éÔbÕhååDÖjÝ>é
ÑwÛPååÛbñxÐ×9Øî9é4>×9ÐÖjÐÛP×D¶
 ŁI[W#^M)Û-R`ÜPRHY£
(E, d)
´0¢$µ(£Cgw¡_°9¢T¡mb¼oY£
(Zn)
´0¢ìbj² >g¤-¡mRj¢P¤-TPµ ¨h¢Pgw¢´g­m
¨h¢P­  >j"¤
E
«
Z
´0
¢j¢P¤-TPµﬀ¨h¢Pgw¢´g­¨h¢P­  >j"¤
E
¢P¤-
(vn)
´0
¢j¢6£b¼¯x¢P£©ª¢6£
Zn
¡0P¤>¨Pgw¥m
vn
®_g b°>g0Ým°9P¤g¤I£Cw¢P­­ 
¢h£¤°-j´j¢´g­ C£C£_
Z
 FP¢P­­
δ > 0
«
lim sup
n→∞
1
vn
log P(d(Zn, Z) > δ) = −∞.
D©5ÞwÝm°9P¤g¤I£Cw¢P­¡0P¤>¨Pgw¥g¤-¡mßvFC£©_°>0j
vn
F­­Y´0m©ªP£g¤j¢h
Zn
superexp−→
vn
Z.
ﬂDI,KN¡/¢>£à-R`áPRCDéÖ
(bn)
òéÕ Þ0é
	Ò>é×>ÔéÛhÑÐ×>ÔÓ0ébÕPÞjÐ×9ØúÛ6ÞjÐÖjÐÜTévÓ0ébÕhåD×Ò9ôòéÓ0ÞÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ
bn → +∞
Õh×>î
• ÐpÑ mα < √2 üªÖjÝ>évÞ0é
	Ò>é×>Ôé (bn) ÐÞtÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ bn/
√
n −→ 0 ü
ﬃSâ  ! "#!
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• ÐpÑ mα = √2 üªÖjÝ>évÞ0é
	Ò>é×>Ôé (bn) ÐÞtÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ (bn
√
log n)/
√
n −→ 0 ü
• ÐpÑ mα > √2 üªÖjÝ>évÞ0é
	Ò>é×>Ôé (bn) ÐÞtÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ bnαlogn/ log(m2/2) −→ 0 ¶
89Ó0ÛPô ÖjÝ>évú9Ó0éÜ<ÐÛPÒ>Þî9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×>ÞxÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞbü>ñNéÔbÕh×ìî9éîªÒ>ÔéébÕPÞjÐåðÖjÝIÕhÖ
M˜H∗r (f)
superexp−→
b2
⌊hr⌋
0
ÐpÑ 〈µ, f〉 = 0,
Õh×>îÐpÑ 〈µ, f〉 6= 0 ü9ñNévÝIÕÜTé
ÑwÛPÓ m < 23/5
M˜H∗r (f)
superexp−→
b2
⌊hr⌋
〈µ, f〉W,
Õh×>î ∀a > 0 ü
lim sup
r→+∞
1
b2⌊hr⌋
log P
(∣∣MH∗r (f)− 〈µ, f〉∣∣ > δ∣∣W ≥ a) = −∞.
:<Û9üÑwÛPÓNÖjÝ>é3égëªúÛP×>é×ÖjÐÕhåHÔÛP×ÜTéÓjØTé×>ÔéÛhÑ2ÕÜTéÓmÕhØTéÞ
M˜H∗r (f)
Õh×>î
MH∗r (f)
üÖjÝ>éÓ0évÕhÓ0éÖjÝ9Ó0éé3Ó0éØ6ÐôéÞ
ÕPÔÔÛPÓ0îªÐ×9Ø Ö0ÛÖjÝ>é3Ü6ÕhåÒ>é3ÛhÑ
mα
ÔÛPôúIÕhÓ0éîÖ0Û
√
2
¶ïﬁÝ9ÐÞNú9Ý>é×>ÛPôé×>ÛP×ÐÞ\×>ÛPÖﬁÛPò>Þ0éÓjÜTéîÐ×ÖjÝ>éåÐôÐÖ
ÖjÝ>éÛPÓ0éôÞNÛhÑHó
éåô(ÕPÞNÕh×>î(ÙÕhÓ0ÞmÕhååéõ
Åbö÷
¶B3ÛbñNéÜTéÓbü9ÕvÞjÐôÐåÕhÓú9Ý>é×>ÛPôé×>ÛP×ñﬁÕPÞ\ÛPò>Þ0éÓjÜTéîÓ0éÔé×Öjåð
òð

î>ÕhôÔ@ÕhÚÕh×>îÙìÐãÛﬀäﬁÑwÛPÓxÖjÝ>éÔé×ÖjÓmÕhåYåÐôÐÖtÖjÝ>éÛPÓ0éô ÛhÑò9ÓmÕh×>Ô0Ý9Ð×9ØúIÕhÓjÖjÐÔåéÞjðªÞjÖ0éôûõ
Åg÷
¶
:<Û9üPÛPÒ9Óî9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×>ÞYÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞ2Ý9ÐØ6Ý9åÐØ6ÝÖÕtÔÛPôúéÖjÐÖjÐÛP× òéÖñNéé×"ÖjÝ>éNéÓjØTÛ<îªÐÔÐÖðÛhÑ>ÖjÝ>é\éôòéî9î9éî
ÙÕhÓjÚTÛbÜÔ0ÝIÕhÐ×ñxÐÖjÝÖjÓmÕh×>ÞjÐÖjÐÛP×ìú9Ó0ÛPòIÕhò9ÐåÐÖð
Q
Õh×>îÖjÝ>éãvÕhåÖ0ÛP×ªæ_çÕhÖ0Þ0ÛP×ìò9Ð×IÕhÓjðÖjÓ0éé6¶
Zª¶½å5æ3æ3ÀÎÍc¾ªÈHÎÊ2ÇçT~ﬁÎÉP¿bÈ Ê2ÉHËJ>Éè-ÎéªÌDÉIÍc¾ªÈHÎÇmF¾HÌHÈHÊ2ÉP3ÉP3¿¿Î`ê#Læ>ÉIÊ2Í-3¿¿3¿YëÎÈPìí3Î¿¿ÎÇm
Ëc¾ªÈﬀ¾
çéÔÛP×>ÞjÐî9éÓÖjÝ>é(ÕPÞjð<ôôéÖjÓjÐÔ(ÕhÒ9Ö0Ûhæ_Ó0éØ6Ó0éÞ0ÞjÐÜTéú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ0éÞ
Ø6ÐÜTé×Ð×Þ0éÔÖjÐÛP×
Å
¶
Å
¶3ÛPÖjÐÔéÖjÝIÕhÖvÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ
(Xi, i ∈ T) î9é4>×>éîêÐ×äÞ0éÔÖjÐÛP× Å ¶ Å üñxÐÖjÝêÖjÝ>éÔÛP×ÜTé×ÖjÐÛP× ÖjÝIÕhÖ Xi = ∂ ÐpÑtÖjÝ>éÔéåå i ÐÞ
ôÐÞ0ÞjÐ×9Ø>üPÐÞÕÞjúIÕhÖjÐÕhååðÝ>ÛPôÛPØTé×>éÛPÒ>Þ\ÏﬁÙáàÛP×Õvã3ç ÖjÓ0éé6¶2çéNñxÐåå>ÕPÞ0ÞjÒ9ôéNÖjÝIÕhÖ
2p1,0+p1+p0 >√
2
¶
ïﬁÝ9ÐÞ
Ðôú9åÐéÞ
Ð×$úIÕhÓjÖjÐÔÒ9åÕhÓvÖjÝIÕhÖ
ÖjÝ>é"ÏﬁÙáàèÛP×ã3çÐÞ
ÞjÒ9úéÓRæÔÓjÐÖjÐÔbÕhå_¶
çé"ñxÐååFÕhåÞ0ÛÕPÞ0ÞjÒ9ôé
ÖjÝIÕhÖﬁÖjÝ>é3×>ÛPÐÞ0é
Þ0é
	Ò>é×>ÔéÞ
((ε2n, ε2n+1), n ∈ T), (ε′2n, n ∈ T)
Õh×>î
(ε′2n+1, n ∈ T)
ü9Õh×>îÖjÝ>é3Ð×9ÐÖjÐÕhå
ÞjÖmÕhÖ0é
X1
ÖmÕhÚTé3ÖjÝ>éÐÓﬁÜ6ÕhåÒ>éÞﬁÐ×Õ"ÔÛPôúIÕPÔÖtÞ0éÖb¶ïﬁÝ>é
åÕhÖjÖ0éÓﬁÐôú9åÐéÞﬁÖjÝIÕhÖﬁÖjÝ>é3ú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ
(Xi, i ∈ T) ÐÞ
òÛPÒ9×>î9éîH¶2çéxî9é×>ÛPÖ0éﬁòð
S
ÖjÝ>éﬁÞjÖmÕhÖ0éﬁÞjúIÕPÔéxÛhÑ
(Xi, i ∈ T) ¶YçétÕPÞ0ÞjÒ9ôéNñxÐÖjÝ>ÛPÒ9ÖFåÛ6Þ0ÞFÛhÑIØTé×>éÓmÕhåÐÖð
ÖjÝIÕhÖ
S
ÐÞÕ ÔÛPôúIÕPÔÖ3ÞjÒ9ò>Þ0éÖtÛhÑ
R
¶
CDéÖ
T
0,1
n
òéﬁÖjÝ>éÞjÒ9ò>Þ0éÖ\ÛhÑDÔéååÞÐ×
T
∗
n
ñxÐÖjÝÖñNÛåÐÜ<Ð×9Øî>ÕhÒ9Ø6ÝÖ0éÓ0Þbü
T
0
n
ßÓ0éÞjúD¶
T
1
n
â2òéxÖjÝ>étÞ0éÖ\ÛhÑDÔéååÞ
ÛhÑ
T
∗
n
ñxÐÖjÝìÛP×9åðÖjÝ>év×>éñ ßÓ0éÞjúD¶FÛPåîIâNúÛPåévî>ÕhÒ9Ø6ÝÖ0éÓvÕhåÐÜTéﬀ
T
1,0
n =
{
i ∈ T∗n : ∆i ∈ S3
}
, T0n = {i ∈ T∗n : ∆i ∈ S2 × {∂}}
Õh×>î
T
1
n = {i ∈ T∗n : ∆i ∈ S × {∂} × S}.
çéÔÛPôú9Ò9Ö0évÖjÝ>évåébÕPÞjÖRæÞA	ÒIÕhÓ0éÞtéÞjÖjÐô(ÕhÖ0ÛPÓ ßC#:<øNâ
θ̂n = (α̂
n
0 , β̂
n
0 , α̂
n
1 , β̂
n
1 , α̂
′n
0 , β̂
′n
0 , α̂
′n
1 , β̂
′n
1 )
ÛhÑ
θ
Ø6ÐÜTé×òðß
Å
¶

âgü9òIÕPÞ0éîÛP×ÖjÝ>éÛPò>Þ0éÓjÜ6ÕhÖjÐÛP×ìÛhÑÕ ÞjÒ9òªæ_ÖjÓ0éé
T
∗
n+1.
àNÛP×>Þ0é
	Ò>é×ÖjåðTü>ñNéÛPòÜ<ÐÛPÒ>Þjåð
ÝIÕÜTé
ÑwÛPÓ
η ∈ {0, 1},
1-*["-%(2\'3%^]-0_%`0)*&a-bc2)d%('3%`*& fe[]-g_$&%(e\b)g3h&2\'3%`0-ikjl2-gc+m]/"Nh/nc2)%`0- 9]-0oi)2)d')]-03pTqr2\') @]-0_'cgc*,*îﬃﬃ
α̂nη =
|T1,0n |−1
∑
i∈T1,0n
XiX2i+η −
|T1,0n |−1 ∑
i∈T1,0n
Xi
|T1,0n |−1 ∑
i∈T1,0n
X2i+η

|T1,0n |−1
∑
i∈T1,0n
X2i −
|T1,0n |−1 ∑
i∈T1,0n
Xi
2 ,
β̂nη = |T1,0n |−1
∑
i∈T1,0n
X2i+η − α̂nη |T1,0n |−1
∑
i∈T1,0n
Xi,
α̂′nη =
|Tηn|−1
∑
i∈Tηn
XiX2i+η −
|Tηn|−1 ∑
i∈Tηn
Xi
|Tηn|−1 ∑
i∈Tηn
X2i+η

|Tηn|−1
∑
i∈Tηn
X2i −
|Tηn|−1 ∑
i∈Tηn
Xi
2
,
β̂′nη = |Tηn|−1
∑
i∈Tηn
X2i+η − α̂′nη |Tηn|−1
∑
i∈Tηn
Xi.
3ÛPÖjÐÔé"ÖjÝIÕhÖ3ÖjÝ>Û6Þ0é5C#:<øèÕhÓ0éòIÕPÞ0éîÛP×$úÛPåð<×>ÛPôÐÕhå2ÑCÒ9×>ÔÖjÐÛP×>ÞvÛhÑ\ÖjÝ>é"ÛPò>Þ0éÓjÜ6ÕhÖjÐÛP×>Þb¶H:<Û9üÞjÐ×>ÔéÖjÝ>é
åÕhÖjÖ0éÓÕhÓ0éòÛPÒ9×>î9éîHü\ñNéìÕhÓ0éÐ× ÖjÝ>éÑCÒ9×>ÔÖjÐÛP×IÕhåÞ0éÖjÖjÐ×9ØÛhÑ
ÖjÝ>éÓ0éÞjÒ9åÖ0ÞÛhÑvÞ0éÔÖjÐÛP×
ö
¶
6
éÔbÕhååÐ×9Ø
ÖjÝ>éÙÕhÓjÚTÛbÜ Ô0ÝIÕhÐ×
(Yn, n ∈ N) ü×>ÛPÖjÐÔéÖjÝIÕhÖ Yn ÐÞîªÐÞjÖjÓjÐò9Ò9Ö0éî ÕPÞ Zn = a1a2 · · · an−1anY0 +∑n
k=1 a1a2 · · · ak−1bk
üñxÝ>éÓ0é
bn = b
′
n+ snen
ü
((an, b
′
n, sn), n ≥ 1)
ÐÞxÕÞ0é
	Ò>é×>Ôé
ÛhÑDÐ×>î9éúé×>î9é×Ö
Ðî9é×ÖjÐÔbÕhååð±îªÐÞjÖjÓjÐò9Ò9Ö0éî±ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐÕhò9åéÞbüxñxÝ>Û6Þ0é$ÔÛPôôÛP×þîªÐÞjÖjÓjÐò9Ò9ÖjÐÛP×þÐÞ(Ø6ÐÜTé×±òðTüﬁÑwÛPÓ
η ∈
{0, 1} ü
P(a1 = αη, b
′
1 = βη, s1 = σ) =
p1,0
m
Õh×>î
P(a1 = α
′
η, b
′
1 = β
′
η, s1 = ση) =
pη
m
,
(en, n ≥ 1) ÐÞÕÞ0é
	Ò>é×>ÔéÛhÑ3Ð×>î9éúé×>î9é×Ö N (0, 1) ÓmÕh×>î9ÛPô Ü6ÕhÓjÐÕhò9åéÞbüNÕh×>îäÐÞ Ð×>î9éúé×>î9é×Ö(ÛhÑ
((an, b
′
n, sn), n ≥ 1)
ü
Õh×>î±òÛPÖjÝÞ0é
	Ò>é×>ÔéÞÕhÓ0é$Ð×>î9éúé×>î9é×ÖÛhÑ
Y0
¶ Ù$ÛPÓ0éÛbÜTéÓbüÐÖÐÞébÕPÞjð Ö0Û
Ô0Ý>éÔ0Ú ÖjÝIÕhÖÖjÝ>é$Þ0é
	Ò>é×>Ôé
(Zn, n ∈ N) ÔÛP×ÜTéÓjØTéÕª¶ Þb¶1Ö0Û ÕåÐôÐÖ Z üxñxÝ9ÐÔ0ÝþÐôú9åÐéÞÖjÝIÕhÖÖjÝ>é
ÙÕhÓjÚTÛbÜÔ0ÝIÕhÐ×
(Yn, n ∈ N) ÔÛP×ÜTéÓjØTévÐ×ìîªÐÞjÖjÓjÐò9Ò9ÖjÐÛP×Ö0Û Z ¶çé
Ó0égÑwéÓxÖ0Ûõ Åböh÷ ü9Þ0éÔÖjÐÛP×_Eªü<ÑwÛPÓxôÛPÓ0é
î9éÖmÕhÐåÞb¶8>ÛPååÛbñxÐ×9ØÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑïFÓ0ÛPúÛ6ÞjÐÖjÐÛP×
ö
·ªü9ÞjÖ0éú
Å
Ð×õ
Å@?6÷
ü<ñNéÔ0Ý>éÔ0ÚÝð<úÛPÖjÝ>éÞjÐÞ
Ã
+o3ÁtñxÐÖjÝ
α = max(|α0|, |α1|, |α′0|, |α′1|) < 1
Õh×>î ñxÐÖjÝ
µ
ÖjÝ>éîªÐÞjÖjÓjÐò9Ò9ÖjÐÛP×±ÛhÑ
Z
¶CDéÖ
µ1 = E [Z]
Õh×>î
µ2 = E
[
Z2
]
¶çévÝIÕÜTé(ßCÞ0ééõ
Åbö÷
â
µ1 =
β
1− α
Õh×>î
µ2 =
2αββ/(1− α) + β2 + α2
1− α2 ,
ñxÝ>éÓ0é
α = E [a1]
ü
α2 = E
[
a21
]
ü
β = E [b1]
ü
β2 = E
[
b21
]
ü
αβ = E [a1b1]
Õh×>î
σ2 = E
[
s21
]
¶
çévÖjÝ>é×ÝIÕÜTévÖjÝ>é
ÑwÛPååÛbñxÐ×9Ø(î9éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×ìÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖðÑwÛPÓ
θ̂n − θ ¶
ð¢>McñMc^M)ÛPRcR
Í
P¢P­­
δ > 0
«P¢P­­
a > 0
«FP¢P­­
b > 0
¢P¤-"P¢P­­
γ > 0
g 9¡g©ê£©ª¢6£
b < a/(δ + 1)
¢P¤-
γ < min
{
c1/(1 + δ), c1/
(
1 +
√
δ
)}
«F©9g0
c1
¢
°9hgC£C¨P"¡0P¤9£_¢P¤I£©w¡g©
_°>g¤-h P¤
p1,0
«
p0
«
p1
«
µ1
¢P¤-
µ2
«N¢P¤-tP
n0 := (log (γ
qδpb/c0) / logα)− 1 «\N
©ª¢P¨P
•   mα < 1 «\£©9g¤ ∀n ∈ N «
P
(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a
)
≤ c2 exp
(
c′′γqδpb
)
exp
(
−c′ (γqδpb)2 (m2/2)n+1)+An;
ﬃS  ! "#!
$&%(') *,+-%/.,*,0)132
•   mα = 1 «\£©9g¤ ∀n ∈ N «
P
(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a
)
≤ c2 exp
(
c′′γqδpb(n+ 1)
)
exp
(
−c′ (γqδpb)2 (m2/2)n+1)+An;
•   1 < mα < √2 «\£©9g¤ ∀n ∈ N g 9¡g©ì£©ª¢6£ n > n0 «
P
(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a
)
≤ c2 exp
(
−c′ (γqδpb)2 (m2/2)n+1)+An;
•   mα = √2 «\£©9g¤ ∀n ∈ N g 9¡g©£©ª¢6£ n > n0 «
P
(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a
)
≤ c2 exp
(
−c′ (γqδpb)2 (1/n) (m2/2)n+1)+An;
•   mα > √2 «\£©9g¤ ∀n ∈ N∗ g 9¡g©£©ª¢6£ n > n0 «
P
(
‖θ̂n − θ‖ > δ|W ≥ a
)
≤ c2 exp
(
−c′ (γqδpb)2 α−2n
)
+An;
©9g0
An = c3 exp
(
c′ (γqδpb)2/3
)
exp
(
−c′′ (γqδpb)2/3 (tn/(n + 1)2)1/3) « p ∈ {1/2, 1} « q ∈
{0, 1/2, 1} « c2 « c3 « c4 « c′ ¢P¤- c′′ ¢P0°9hgC£C¨P¡0P¤9£_¢P¤I£"©w¡g©_°>g¤-ìP¤ c « m « α p1,0 « p0 « p1 «
µ1
¢P¤-
µ2
¼
ﬂDI,KN¡/¢>£FPR^-R½3ÛPÖ0éÖjÝIÕhÖ3ÖjÝ>é"ÔÛP×>ÞjÖmÕh×Ö0Þ
c2
ü
c3
ü
c4
ü
c′
Õh×>î
c′′
ñxÝ9ÐÔ0ÝÕhú9úébÕhÓ3Ð×oïFÓ0ÛPúÛ6ÞjÐÖjÐÛP×kZª¶
Å
ô(ÕðîªÐT=HéÓvÖ0éÓjôûòð$Ö0éÓjô¶ ïﬁÝ>éÜ6ÕhåÒ>éÞvÛhÑ
p
Õh×>î
q
î9éúé×>îáÛP×áÖjÝ>éô(ÕhØ6×9ÐÖjÒ>î9éÛhÑ
δ
Õh×>î
γ
¶58>ÛPÓ
égë>Õhôú9åé6ü-ÑwÛPÓ
δ
Õh×>î
γ
Þjô(ÕhååFé×>ÛPÒ9Ø6ÝDüñNé ÝIÕÜTé
p = 1
Õh×>î
q = 1
¶vçéÕhåÞ0ÛÞjÖjÓ0éÞ0Þ3ÖjÝIÕhÖÕhååÖjÝ>éÞ0é
ÔÛP×>ÞjÖmÕh×Ö0ÞÔbÕh×òé
ô(ÕPî9éégëªú9åÐÔÐÖtòðÖ0éîªÐÛPÒ>ÞÔbÕhåÔÒ9åÕhÖjÐÛP×>Þb¶
?
¶½òÉIÊ2Ê#é&¿(Ê#é$ÈPìmLí¾2ÎÇ ÉP3¿ÌmÀgÈP¿
?
¶
Å
¶ð¢>MPMcóMcó"	HGJI\Mc¢>I,Kô-R^-R9CDéÖ
f ∈ Bb(S) ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ 〈µ, f〉 = 0 ¶çéÕhÓ0éØTÛPÐ×9ØÖ0ÛÞjÖjÒ>îªð
ÞjÒ>ÔÔéÞ0ÞjÐÜTéåð
M˜H∗r (f)
ÑwÛPÓ
Hr = Gr
Õh×>î
Hr = Tr.
-I\ñÄcRlCDéÖxÒ>Þl4>Ó0ÞjÖxî9ébÕhåHñxÐÖjÝ
M˜G∗r (f)
¶FÏNðà\Ý>éÓj×>Û>=Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖðTü9ñNé
ÝIÕÜTé
ÑwÛPÓtÕhåå
δ > 0
Õh×>îÑwÛPÓ
Õhåå
λ > 0
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδmr)E
exp
λ∑
i∈G∗r
f(Xi)
 . ß ? ¶ Å â
6
éÔbÕhååHÖjÝIÕhÖxÑwÛPÓÕhåå
i ∈ G∗r−1
ü
E
[
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗}|Fr−1
]
= mQf(Xi).
ÏNðÞjÒ9ò9ÖjÓmÕPÔÖjÐ×9ØÕh×>î$ÕPî9îªÐ×9Ø(Ö0éÓjôÞtÐ×ìégëªúéÔÖmÕhÖjÐÛP×ìÛhÑFÖjÝ>évÓjÐØ6ÝÖÝIÕh×>îÛhÑß
?
¶
Å
âgü-Õh×>îÔÛP×>îªÐÖjÐÛP×9Ð×9Ø
ñxÐÖjÝÓ0éÞjúéÔÖxÖ0Û Fr−1, ñNévØTéÖ
E
exp
λ∑
i∈G∗r
f(Xi)
 = E
exp
λ ∑
i∈G∗r−1
mQf(Xi)
 ß ? ¶ ö â
× E
exp
 ∑
i∈G∗r−1
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
) ∣∣∣∣∣Fr−1
 .
1-*["-%(2\'3%^]-0_%`0)*&a-bc2)d%('3%`*& fe[]-g_$&%(e\b)g3h&2\'3%`0-ikjl2-gc+m]/"Nh/nc2)%`0- 9]-0oi)2)d')]-03pTqr2\') @]-0_'cgc*,*îﬃSs
ýò>Þ0éÓjÜ<Ð×9Ø(ÖjÝIÕhÖ
G
∗
r−1
ÐÞ Fr−1 ôébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9åé6üÕh×>îÒ>ÞjÐ×9Ø(ÖjÝ>évÑ_ÕPÔÖÖjÝIÕhÖ3ÔÛP×>îªÐÖjÐÛP×IÕhååðÖ0Û Fr−1 ü9ÖjÝ>é
ÖjÓjÐú9åéÖ0Þ {(∆i), i ∈ Gr−1} ÕhÓ0évÐ×>î9éúé×>î9é×Ö ßÖjÝ9ÐÞtÐÞtîªÒ>é
Ö0ÛÖjÝ>éÙÕhÓjÚTÛbÜú9Ó0ÛPúéÓjÖð>âgü>ñNévÝIÕÜTé
E
exp
 ∑
i∈G∗r−1
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
) ∣∣∣∣∣Fr−1

ß
?
¶ ZTâ
=
∏
i∈G∗r−1
E
[
exp
(
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
)) ∣∣∣∣∣Fr−1
]
.
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i ∈ G∗r−1,
E
[
exp
(
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
)) ∣∣∣∣∣Fr−1
]
≤ exp
(
c2λ2(2 +mα)2
2
)
.
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¶ ZTâgü9ÖjÝ9ÐÞtÐôú9åÐéÞtÖjÝIÕhÖ
E
exp
 ∑
i∈G∗r−1
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
) ∣∣∣∣∣Fr−1

≤ exp
(
c2λ2(2 +mα)2|G∗r−1|
2
)
≤ exp
(
c2λ2(2 +mα)2|Gr−1|
2
)
,
ñxÝ>éÓ0é"ñNéÝIÕÜTé"Ò>Þ0éîìÖjÝ>éÑ_ÕPÔÖ3ÖjÝIÕhÖ |G∗r−1| ≤ |Gr−1|
Ð×ìÖjÝ>é"åÕPÞjÖÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖðT¶
6
éÔbÕhååÐ×9Øáß
?
¶
ö
âgü-ñNé
ÕhÓ0évåéîÖ0Û
E
exp
λ∑
i∈G∗r
f(Xi)
 ≤ exp(c2λ2(2 +mα)2|Gr−1|
2
)
×E
exp
λ ∑
i∈G∗r−1
mQf(Xi)
 .
6
éú9Ó0Û<îªÒ>ÔÐ×9ØÖjÝ>éÞmÕhôé
Ó0ébÕPÞ0ÛP×9Ð×9Ø(ñxÐÖjÝ
Qf
Õh×>î
G
∗
r−1
Ð×>ÞjÖ0ébÕPîÛhÑ
f
Õh×>î
G
∗
r,
ñNévØTéÖ
E
exp
λm ∑
i∈G∗r−1
Qf(Xi)
 ≤ exp(c2λ2m2(2α +mα2)2|Gr−2|
2
)
×E
exp
λm2 ∑
i∈G∗r−2
Q2f(Xi)
 .
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E
exp
λ∑
i∈G∗r
f(Xi)
 ≤ exp
c2λ2
2
r−1∑
q=0
(
2αq +mαq+1
)2
m2q2r−1−q

× E
[
exp (λmrQrf(X1))
]
≤ exp
c2λ2(2 +mα)22r−1
2
r−1∑
q=0
(
α2m2
2
)q× exp (λc(αm)r) ,
ñxÝ>éÓ0éÖjÝ>éåÕPÞjÖÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖðáñﬁÕPÞ"ÛPò9ÖmÕhÐ×>éîáÑCÓ0ÛPô
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¶D89Ó0ÛPô ÖjÝ>é ÑwÛPÓ0éØTÛPÐ×9ØÕh×>îáÑCÓ0ÛPô ß
?
¶
Å
âgüYñNé
î9éîªÒ>ÔévÖjÝIÕhÖ
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤

exp
(
−λδmr + c
2λ2(2+mα)2(2r−(α2m2)r)
2(2−α2m2)
)
× exp (λc(αm)r) ÐpÑ α2m2 6= 2,
exp
(−λδmr + c2λ2(2 +√2)2r2r−2) exp (λc(√2)r)
ÐpÑ
α2m2 = 2.
3ÛbñüÖjÝ>éÓ0éÞjÖvîªÐÜ<Ðî9éÞ3Ð×Ö0Û(ÑwÛPÒ9Ó
ÔbÕPÞ0éÞb¶
ß×$ÖjÝ>é Þ0é
	Ò>éå
c1
Õh×>î
c2
ñxÐååFî9é×>ÛPÖ0é"úÛ6ÞjÐÖjÐÜTé ÔÛP×>ÞjÖmÕh×Ö0Þ
ñxÝ9ÐÔ0Ý$î9éúé×>îÛP×
c
ü
m
ü>Õh×>î
α
¶
• ß_Ñ mα ≤ 1 üªÖjÝ>é×DüªÑwÛPÓÕhåå r ∈ N ü (mα)r < 1 Õh×>î 2r − (α2m2)r < 2r ¶çévÖjÝ>é×ÝIÕÜTé
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (cλ) exp (−λδmr + λ2c12r) .
ï2ÕhÚ<Ð×9Ø
λ = (δmr)/(2r+1c1)
ü9ñNéÕhÓ0é
åéîÖ0Û
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (c1δ) exp
(
−δ2c1
(
m2
2
)r)
.
• ß_Ñ 1 < mα < √2, ÖjÝ>é×Dü>ÞjÐ×>Ôé 2r − (α2m2)r < 2r ü9ñNévÝIÕÜTé
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδmr + λ2c12r) exp (λc(mα)r) .
ï2ÕhÚ<Ð×9Ø
λ = (δmr)/(2r+1c1)
ü9ñNéÕhÓ0é
åéîÖ0Û
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c2δ(m2/2)r(δ − 2cαr)) .
8>ÛPÓ"Õhåå
r ∈ N ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ r > log(δ/4c)/ log(α), ñNéÝIÕÜTé δ − 2cαr > δ/2 Õh×>îáÐÖÖjÝ>é×áÑwÛPååÛbñtÞ
ÖjÝIÕhÖ
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c2δ2(m2/2)r) .
• ß_Ñ mα = √2 üªÖjÝ>é×ñNévÝIÕÜTé
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδmr + λ2c1r2r−2)) exp(λc(√2)r) .
ï2ÕhÚ<Ð×9Ø
λ = (δmr)/(c1r2
r−1)
üªñNévÝIÕÜTévÑwÛPÓÕhåå
r > log(δ/4c)/ log(
√
2/m)
ü
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c2δ2(1/r)(m2/2)r) .
• ß_Ñ mα > √2 üªÖjÝ>é×ñNévÝIÕÜTé
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδmr + λ2c1(m2α2)r) exp (λc(mα)r) .
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λ = δ/(2c1(mα
2)r),
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r > log(δ/4c)/ log α
ü
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c3δ2α−2r) .
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Hr = Gr
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åÛ<ÛPÚáÕhÖ
M˜T∗r (f)
¶ÏNðà\Ý>éÓj×>Û>= Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖðTüñNéÝIÕÜTéÑwÛPÓ"Õhåå
δ > 0
Õh×>îáÑwÛPÓ"Õhåå
λ > 0
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδtr)E
exp
λ∑
i∈T∗r
f(Xi)
 . ß ? ¶ ? â
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ñxÓjÐÖjÖ0é×$ÕPÞ
E
exp
λ∑
i∈T∗r
f(Xi)
 = E
exp
λ ∑
i∈T∗r−2
f(Xi)
 ß ? ¶  â
× exp
λ ∑
i∈G∗r−1
(f +mQf)(Xi)

× E
exp
λ ∑
i∈G∗r−1
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
)∣∣∣∣Fr−1
 .
ýò>Þ0éÓjÜ<Ð×9Ø(ÖjÝIÕhÖ
G
∗
r−1
ÐÞ Fr−1 ôébÕPÞjÒ9ÓmÕhò9åé6üÕh×>îÒ>ÞjÐ×9Ø(ÖjÝ>évÑ_ÕPÔÖÖjÝIÕhÖ3ÔÛP×>îªÐÖjÐÛP×IÕhååðÖ0Û Fr−1 ü9ÖjÝ>é
ÖjÓjÐú9åéÖ0Þ {(∆i), i ∈ Gr−1} ÕhÓ0éÐ×>î9éúé×>î9é×ÖtÕh×>î

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	ÒIÕhåÐÖðTüªñNé3ÛPò9ÖmÕhÐ×
E
exp
λ ∑
i∈G∗r−1
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
) ∣∣∣∣Fr−1

=
∏
iG∗r−1
E
[
exp
(
λ
(
f(X2i)1{2i∈T∗} + f(X2i+1)1{2i+1∈T∗} −mQf(Xi)
)) ∣∣∣∣Fr−1]
≤ exp
(
c2λ2(2 +mα)2|G∗r−1|
2
)
≤ exp
(
c2(2 +mα)2|Gr−1|
2
)
,
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¶#89Ó0ÛPô ÖjÝ>éFÑwÛPÓ0éØTÛPÐ×9Ø
Õh×>îÑCÓ0ÛPô ß
?
¶

âgü9ñNéî9éîªÒ>ÔéÖjÝIÕhÖ
E
exp
λ∑
i∈T∗r
f(Xi)
 ≤ exp(c2(2 +mα)2|Gr−1|
2
)
× E
exp
λ ∑
i∈T∗r−2
f(Xi)
 exp
λ ∑
i∈G∗r−1
(f +mQf)(Xi)

ó
ÛPÐ×9ØÖjÝ>éÞmÕhôé
ÖjÝ9Ð×9ØñxÐÖjÝ
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∗
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E
exp
λ ∑
i∈T∗r−2
f(Xi)
 exp
λ ∑
i∈G∗r−1
(f +mQf)(Xi)

= E
exp
λ ∑
i∈T∗r−3
f(Xi)
× exp
λ ∑
i∈G∗r−2
(f +mQf +m2Q2f)(Xi)

× E
exp
λ ∑
i∈G∗r−2
(
(f +mQf)(X2i)1{2i∈T∗} + (f +mQf)(X2i+1)1{2i+1∈T∗}
− (mQf +m2Q2f)(Xi)
))∣∣∣∣Fr−1
]]
≤ exp
(
c2λ2(2 + 3mα+m2α2)2|Gr−2|
2
)
× E
exp
λ ∑
i∈T∗r−3
f(Xi)
× exp
λ ∑
i∈G∗r−2
(f +mQf +m2Q2f)(Xi)
 .
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E
exp
λ∑
i∈T∗r
f(Xi)
 ≤ exp
c2(2 +mα)2λ2
2
r∑
q=1
(
q−1∑
k=0
(mα)k
)2
2r−q

× E
exp
λ r∑
q=0
mqQqf(X1)

≤ exp
c2(2 +mα)2λ2
2
r∑
q=1
(
q−1∑
k=0
(mα)k
)2
2r−q
 exp
λc r∑
q=0
(mα)q
 ,
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c1
Õh×>î
c2
ñxÐååDî9é×>ÛPÖ0éÞ0ÛPôé
úÛ6ÞjÐÖjÐÜTévÔÛP×>ÞjÖmÕh×Ö0ÞxñxÝ9ÐÔ0Ýìî9éúé×>îÛP×
α
ü
m
ü>Õh×>î
c
¶ïﬁÝ>éð(ô(ÕðîªÐT=HéÓﬁÑCÓ0ÛPô ÛP×>é
åÐ×>éÖ0ÛìÕh×>ÛPÖjÝ>éÓb¶×8>ÛPÓ
mα 6= 1 Õh×>î mα 6= √2 üDñNé(î9éîªÒ>ÔéÑCÓ0ÛPôûÖjÝ>é ÑwÛPÓ0éØTÛPÐ×9ØÕh×>îÑCÓ0ÛPô ß ? ¶ ? â
ÖjÝIÕhÖ
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδtr) exp
(
λc(1 − (mα)r+1)
1−mα
)
× exp
(
c2(2 +mα)2λ2
2(1 −mα)2
(
(2r − 1)− 2mα(2
r − (mα)r)
2−mα
+
(mα)2(2r − (m2α2)r)
2− (mα)2
))
≤ exp
(
−λδtr + c
2(2 +mα)2λ2
2(mα− 1)2
(
(2r − 1) + (mα)
2(2r − (m2α2)r)
2− (mα)2
))
× exp
(
λc(1− (mα)r+1)
1−mα
)
.
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ï2ÕhÚ<Ð×9Ø
λ =
δtr(mα− 1)2
c2(2 +mα)2
(
(2r − 1) + (mα)2(2r−(m2α2)r)2−(mα)2
) üªñNé"ÕhÓ0é
åéîÖ0Û
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp
− δ2(1−mα)2t2r
2c2(2 +mα)2
(
2r − 1 + (mα)2(2r−(m2α2)r)
2−(mα)2
)

× exp
 δ(1 −mα)2tr
c(2 +mα)2
(
2r − 1 + (mα)2(2r−(m2α2)r)
2−(mα)2
) × 1− (mα)r+1
1−mα
 .
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• ß_Ñ mα < 1 üYÖjÝ>é×DüHÑwÛPÓ"Õhåå r ∈ N ü (mα)r+1 − 1 ≤ mα − 1 Õh×>î 2r − (mα)2r < 2r ¶çéÖjÝ>é×
î9éîªÒ>ÔévÖjÝIÕhÖ
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (c2δ) exp
(−c2δ2(m2/2)r+1) .
• ß_Ñ 1 < mα < √2 ü9ÖjÝ>é×ñNévÝIÕÜTé
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c1δ2(m2/2)r+1) exp(c2δ (mα)r+1 − 1
mα− 1
)
≤ exp (−δc2(m2/2)r+1(δ − c0αr+1)) ¶
3ÛbñüªÑwÛPÓÕhåå
r ∈ N ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ r + 1 > log(δ/2c0)/ log(α), ñNé
ÝIÕÜTé δ − c0αr+1 > δ/2 ü>Ð×ÞjÒ>Ô0Ý$Õ
ñﬁÕðÖjÝIÕhÖ
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (δ2c2(m2/2)r+1) .
• ß_Ñ mα > √2 üªÖjÝ>é×ÑwÛPÓÕhåå r ∈ N ü (m2α2)r > 2r ¶çévÖjÝ>é×ÝIÕÜTé
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (−c2δα−2r(δ − c0αr+1)) .
3ÛbñÑwÛPÓÕhåå
r ∈ N ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ r + 1 > log(δ/c0)/ log(α), ñNévÝIÕÜTé
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp
(
−c2δ
2
α2r
)
.
• ß_Ñ mα = 1 üªÖjÝ>é×
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδtr + c12rλ2) exp (λc(r + 1))
ï2ÕhÚ<Ð×9Ø
λ = δtr/c12
r+1 üªñNéÕhÓ0évåéîÖ0Û
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp
(
c1δ
(r + 1)tr
2r+1
)
exp
(−c2δ2(m2/2)r+1) .
• ß_Ñ mα = √2 üªÖjÝ>é×
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδtr + λ2c1(r + 1)2r) exp(λc1(√2)r+1) ¶
ï2ÕhÚ<Ð×9Ø
λ = δtr/(2c1(r + 1)2
r)
ü9ñNéÕhÓ0évåéîÖ0Û
ﬃSË  ! "#!
$&%(') *,+-%/.,*,0)132
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp
− c2δ
r + 1
(
m2
2
)r+1δ − c0
(√
2
m
)r+1 .
3ÛbñüªÑwÛPÓÕhåå
r ∈ N ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ r + 1 > log(δ/c0)/ log(
√
2/m)
ü9ñNévØTéÖ
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ exp
(
− c2δ
2
r + 1
(
m2
2
)r+1)
¶
ïﬁÝ9ÐÞté×>î9ÞtÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ
Hr = Tr
¶
?
¶
ö
¶ð¢>MPMcólMcót	HGJI\Mc¢>I,Kö-R`PRfCDéÖ
f ∈ Bb(S) ÞjÒ>Ô0ÝÖjÝIÕhÖ 〈µ, f〉 6= 0 ¶\ý×>ÔéÕhØÕhÐ×DüªñNéÕhÓ0é
ØTÛPÐ×9Ø
Ö0ÛÞjÖjÒ>îªðÞjÒ>ÔÔéÞ0ÞjÐÜTéåð
M˜G∗r (f)
Õh×>î
M˜T∗r (f)
¶
-I\ñ²cRrCDéÖtÒ>Þl4>Ó0ÞjÖtî9ébÕhåDñxÐÖjÝ
M˜G∗r (f)
¶»:<éÖ
g = f − 〈µ, f〉. ïﬁÝ>é×Dü 〈µ, g〉 = 0 Õh×>î
M˜G∗r (f) = M˜G∗r (g) + (|G∗r |/mr)〈µ, f〉.
çévÝIÕÜTé
P
(
M˜G∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ P
(
M˜G∗r (g) > δ/2
)
ß
?
¶ ETâ
+P
(∣∣∣∣ |G∗r |mr −W
∣∣∣∣ > δ2|〈µ, f〉|
)
.

Þ 〈µ, g〉 = 0, ÖjÝ>éú9Ó0éÜ<ÐÛPÒ>ÞÔÛPôú9Ò9ÖmÕhÖjÐÛP×>Þßú9Ó0Û<ÛhÑ
ÛhÑvïﬁÝ>éÛPÓ0éô ö ¶ ö âØ6ÐÜTéÒ>ÞÞ0ÛPôéòÛPÒ9×>îêÑwÛPÓ
ÖjÝ>éº4>Ó0ÞjÖ Ö0éÓjô ÛhÑÓjÐØ6ÝÖÝIÕh×>îäÛhÑ ß
?
¶ ETâgü\ÞjÐôÐåÕhÓ Ö0Û$ÖjÝ>Û6Þ0éÛPò9ÖmÕhÐ×äÐ× ïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
¶N3ÛbñüFÒ9×>î9éÓ
Ýð<úÛPÖjÝ>éÞjÐÞ
Ã
+;-Áü>ñNéî9éîªÒ>Ôé6üªÑCÓ0ÛPô õ
ö÷
ïﬁÝ>éÛPÓ0éô

üªÖjÝIÕhÖ
P
(∣∣∣∣ |G∗r |mr −W
∣∣∣∣ > δ2|〈µ, f〉|
)
≤ c2 exp
(
−c3δ2/3mr/3
)
,
Õh×>îÖjÝ9ÐÞté×>î9ÞtÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶ Z ñxÝ>é×
Hr = Gr
¶
-I\ñ÷-RrCDéÖtÒ>ÞxåÛ<ÛPÚÕhÖ
M˜T∗r (f)
¶W8>ÛPÓ
f ∈ Bb(S), Þ0éÖ g = f − 〈µ, f〉 ¶FïﬁÝ>é×Dü 〈µ, g〉 = 0 Õh×>î
M˜T∗r (f) = M˜T∗r (g) + (|T∗r |/tr)〈µ, f〉.
çévÝIÕÜTé
P
(
M˜T∗r (f)− 〈µ, f〉W > δ
)
≤ P
(
M˜T∗r (g) > δ/2
)
ß
?
¶ µ6â
+P
(∣∣∣∣ |T∗r |tr −W
∣∣∣∣ > δ2|〈µ, f〉|
)
.
:Ð×>Ôé 〈µ, g〉 = 0, ÖjÝ>é4>Ó0ÞjÖÖ0éÓjô ÛhÑÖjÝ>éÓjÐØ6ÝÖ
ÝIÕh×>î$ÛhÑ3ß ? ¶ µ6âtÔbÕh×$òéòÛPÒ9×>î9éîÕPÞÐ×$ÖjÝ>éú9Ó0éÜ<ÐÛPÒ>Þ
ÔÛPôú9Ò9ÖmÕhÖjÐÛP×>Þßú9Ó0Û<ÛhÑ\ÛhÑ\ïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
âg¶½¸×>î9éÓvÕPî9îªÐÖjÐÛP×IÕhå2Ýð<úÛPÖjÝ>éÞjÐÞ
Ã
+;-ÁüIñNéÝIÕÜTé6üIÑCÓ0ÛPô õ
ö÷
ïﬁÝ>éÛPÓ0éô

ü
P
(∣∣∣∣ |T∗r|tr −W
∣∣∣∣ > δ2|〈µ, f〉|
)
≤
r∑
q=0
P
(
mq
tr
∣∣∣∣ |G∗q|mq −W
∣∣∣∣ > δ2(r + 1)|〈µ, f〉|
)
=
r∑
q=0
P
(∣∣∣∣ |G∗q|mq −W
∣∣∣∣ > δtr2(r + 1)|〈µ, f〉|mq
)
1-*["-%(2\'3%^]-0_%`0)*&a-bc2)d%('3%`*& fe[]-g_$&%(e\b)g3h&2\'3%`0-ikjl2-gc+m]/"Nh/nc2)%`0- 9]-0oi)2)d')]-03pTqr2\') @]-0_'cgc*,*îﬃSÎ
≤
r∑
q=0
c2 exp
(
−c3δ2/3
(
t2r
(r + 1)mq
)1/3)
≤ c2 exp
(
−c3δ2/3
(
tr
(r + 1)2
)1/3)(
1 + o(1)
)
,
Õh×>îÖjÝ9ÐÞté×>î9ÞtÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶ Z ñxÝ>é×
Hr = Tr.
?
¶ Zª¶ð¢>MPMcóXMcó	HGJI\Mc¢>I,Kø-R^Ì-R9CDéÖ
f ∈ Bb(S) ¶ç±ÐÖjÝ>ÛPÒ9Ö"åÛ6Þ0ÞÛhÑtØTé×>éÓmÕhåÐÖðTüFñNéÕPÞ0ÞjÒ9ôéÖjÝIÕhÖ
〈µ, f〉 = 0 ¶3ýÖjÝ>éÓjñxÐÞ0é6üIñNéÖmÕhÚTé f − 〈µ, f〉 ¶8>ÛPÓvÕhåå δ > 0 ü9ÑwÛPÓ
Õhåå a > 0 Õh×>îÑwÛPÓ
Õhåå b > 0 ÞjÒ>Ô0Ý
ÖjÝIÕhÖ
b < a/(δ + 1),
ñNévÝIÕÜTé
P
(
MH∗r(f) > δ|W ≥ a
)
= P
(
MH∗r (f) > δ,
|H∗r |
hr
> b|W ≥ a
)
+ P
(
MH∗r (f) > δ,
|H∗r |
hr
≤ b|W ≥ a
)
=
1
P (W ≥ a)
(
P
(
MH∗r (f) > δ,
|H∗r|
hr
> b,W ≥ a
)
+ P
(
MH∗r (f) > δ,
|H∗r |
hr
≤ b,W ≥ a
))
≤ paP
(
M˜H∗r (f) > δb
)
+ paP
(∣∣∣∣ |H∗r|hr −W
∣∣∣∣ > W − b,W ≥ a)
≤ paP
(
M˜H∗r (f) > δb
)
+ paP
(∣∣∣∣ |H∗r|hr −W
∣∣∣∣ > δb) ü
ñxÝ>éÓ0é
pa = P (W ≥ a)−1 ¶Ł3Ûbñü2ÖjÝ>é4>Ó0ÞjÖÖ0éÓjô ÛhÑxÖjÝ>é(åÕPÞjÖÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖðÔbÕh×òéòÛPÒ9×>î9éîäÕPÞÐ×
ïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
üIÕh×>îÖjÝ>éÞ0éÔÛP×>îÖ0éÓjô ÐÞxòÛPÒ9×>î9éîìÕPÞtÐ×ÖjÝ>é
I\ñ²Õh×>îìÕh×>î;
I\ñ÷ÛhÑÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ
ÛhÑFïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶ Zª¶FïﬁÝ9ÐÞé×>î9ÞxÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑj¶
?
¶
?
¶ð¢>MPMcórMcó3	HGJI\Mc¢>I,Kö-R`ÐPR9CDéÖ
f ∈ Bb(S3) ¶
-I\ñùcRºCDéÖvÒ>Þ74>Ó0ÞjÖvî9ébÕhåñxÐÖjÝ
M˜G∗r (f).

Þ0ÞjÒ9ôé"ÖjÝIÕhÖ 〈µ,P ∗f〉 = 0. ÏNðáà\Ý>éÓj×>Û>=äÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖðTü
ñNévÝIÕÜTévÑwÛPÓÕhåå
δ > 0
Õh×>îÑwÛPÓÕhåå
λ > 0,
P
(
M˜G∗r (f) > δ
)
≤ exp (−λδmr)E
exp
λ∑
i∈G∗r
f(∆i)
 .
àNÛP×>îªÐÖjÐÛP×9Ð×9Øòð Fr, Õh×>îÒ>ÞjÐ×9Ø>üÔÛP×>îªÐÖjÐÛP×IÕhåIÐ×>î9éúé×>î9é×>ÔéÛhÑÖjÓjÐú9åéÖ0Þ {∆i, i ∈ Gr} ñxÐÖjÝÓ0éÞjúéÔÖ
Ö0Û Fr ü

Ò9ô(ÕæÏﬁé×9×>éÖRæSB3Û<é=HîªÐ×9Ø(Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖðìÕh×>î
Ã
+_)Áü>ñNéÛPò9ÖmÕhÐ×
E
exp
λ∑
i∈G∗r
f(∆i)

= E
exp
λ∑
iG∗r
P ∗f(Xi)
E
exp
λ∑
i∈G∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi))
∣∣∣Fr

â  ! "#!
$&%(') *,+-%/.,*,0)132
= E
exp
λ∑
iG∗r
P ∗f(Xi)
 ∏
i∈G∗r
E
[
exp (λ(f(∆i)− P ∗f(Xi)))
∣∣∣Fr]

≤ exp (2λ2‖f‖∞c1mr)E
exp
λ∑
i∈G∗r
P ∗f(Xi)
 .
çévÔÛP×ÖjÓ0ÛPåYÖjÝ>é
åÕPÞjÖtégëªúéÔÖmÕhÖjÐÛP×$ÕPÞﬁÐ×ÖjÝ>é -I\ñÄÛhÑ2ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑÛhÑFïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
üIÕhú9ú9åðÖ0Û
P ∗f.
3égëªÖbüªñNévØTéÖtÖjÝ>évÓ0éÞjÒ9åÖtîªÐÞ0ÔÒ>Þ0ÞjÐ×9ØÕPÞxÐ×ÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
¶
ß_Ñ 〈µ,P ∗f〉 6= 0, ñNéÞ0éÖ g = f − 〈µ,P ∗f〉. ïﬁÝ>é×Dü9ñNévÝIÕÜTé
P
(
M˜G∗r (f)− 〈µ,P ∗f〉W > δ
)
≤ P
(
M˜G∗r (g) > δ/2
)
ß
?
¶ ·Tâ
+P
(∣∣∣∣G∗rmr −W
∣∣∣∣ > δ/2|〈µ,P ∗f〉|) .
ïﬁÝ>éY4>Ó0ÞjÖÖ0éÓjô ÛhÑxÖjÝ>éÓjÐØ6ÝÖ"ÝIÕh×>îÛhÑß
?
¶ ·TâvÔbÕh×òéòÛPÒ9×>î9éîêÕPÞú9Ó0éÜ<ÐÛPÒ>ÞjåðáÞjÐ×>Ôé 〈µ,P ∗g〉 = 0.
ïﬁÝ>é Þ0éÔÛP×>î$Ö0éÓjô ÔbÕh×áòéòÛPÒ9×>î9éîáÕPÞ
Ð×-I\ñùÛhÑNÖjÝ>é"ú9Ó0Û<ÛhÑNÛhÑNïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
¶ïﬁÝ9ÐÞvé×>î9Þ3ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ
M˜G∗r (f).
-I\ñà-RlCDéÖNÒ>Þ×>Ûbñ±ÖjÓ0ébÕhÖ
M˜T∗r (f).
82ÐÓ0ÞjÖbüñNé3ÕPÞ0ÞjÒ9ôétÖjÝIÕhÖ 〈µ,P ∗f〉 = 0. 8>ÛPÓxÕhåå δ > 0, ñNéÝIÕÜTé
P
(
M˜T∗r (f) > δ
)
≤ P
 1
tr
∑
i∈T∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi)) > δ/2
 + P(M˜T∗r (P ∗f) > δ/2) .
ÏNðÔ0Ý>éÓj×>Û>=áÐ×>é
	ÒIÕhåÐÖðTü>ñNévÝIÕÜTévÑwÛPÓÕhåå
λ > 0,
P
 1
tr
∑
i∈T∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi)) > δ/2
 ≤ exp(−λδtr
2
)
×E
exp
λ∑
i∈T∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi))

àNÛP×>îªÐÖjÐÛP×9Ð×9Ø3ÞjÒ>ÔÔéÞ0ÞjÐÜTéåð
ñxÐÖjÝvÓ0éÞjúéÔÖDÖ0Û
(Fq)0≤q≤r, Ò>ÞjÐ×9ØtÔÛP×>îªÐÖjÐÛP×IÕhåÐ×>î9éúé×>î9é×>Ôé\ÛhÑªÖjÓjÐú9åéÖ0Þ
{∆i, i ∈ Gq} ñxÐÖjÝ"Ó0éÞjúéÔÖDÖ0Û Fq Õh×>î Õhú9ú9åð<Ð×9Ø3ÞjÒ>ÔÔéÞ0ÞjÐÜTéåð

Ò9ô(ÕæÏﬁé×9×>éÖRæSB3Û<é=HîªÐ×9Ø
Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖð
Õh×>îÖjÝ>é3Ñ_ÕPÔÖtÖjÝIÕhÖ |G∗q| ≤ |Gq|
ÑwÛPÓÕhåå
q ∈ {0, · · · , r} ü9ñNévØTéÖ
E
exp
λ∑
i∈T∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi))

= E
exp
λ ∑
i∈T∗r−1
(f(∆i)− P ∗f(Xi))
E
exp
λ∑
i∈G∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi))
∣∣∣Fr

= E
exp
λ ∑
i∈T∗r−1
(f(∆i)− P ∗f(Xi))
 ∏
i∈G∗r
E
[
exp (λ(f(∆i)− P ∗f(Xi)))
∣∣∣Fr]

1-*["-%(2\'3%^]-0_%`0)*&a-bc2)d%('3%`*& fe[]-g_$&%(e\b)g3h&2\'3%`0-ikjl2-gc+m]/"Nh/nc2)%`0- 9]-0oi)2)d')]-03pTqr2\') @]-0_'cgc*,*úﬃ
≤ exp (2λ2‖f‖2∞|Gr|)E
exp
λ ∑
i∈T∗r−1
(f(∆i)− P ∗f(Xi))

¶
¶
¶
≤ exp (2λ2‖f‖2∞|Tr|) .
3égëªÖbü9ÛPú9ÖjÐôÐ(Ð×9ØÛP×
λ
üªñNéÛPò9ÖmÕhÐ×
P
 1
tr
∑
i∈T∗r
(f(∆i)− P ∗f(Xi)) > δ/2
 ≤ exp(−c1δ2 (m2
2
)r+1)
,
ÑwÛPÓ(Þ0ÛPôéúÛ6ÞjÐÖjÐÜTéìÔÛP×>ÞjÖmÕh×Ö
c1
¶þïﬁÝ>éÖ0éÓjô
P
(
M˜T∗r (P
∗f) > δ/2
)
ÔbÕh× òéòÛPÒ9×>î9éî±ÕPÞ(Ð× ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑ
ÛhÑvïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶
ö
üNÕh×>îäÖjÝ9ÐÞé×>î9ÞÖjÝ>éú9Ó0Û<ÛhÑ3ñxÝ>é× 〈µ,P ∗f〉 = 0. ý× ÖjÝ>éÛPÖjÝ>éÓÝIÕh×>îHü\ÐpÑ
〈µ,P ∗f〉 6= 0, ñNévÝIÕÜTé
M˜T∗r (f)− 〈µ,P ∗f〉W = M˜T∗r (g) +
( |T∗r|
tr
−W
)
〈µ,P ∗f〉.
çévÖjÝ>é×ú9Ó0Û<ÔééîìÕPÞﬁÑwÛPÓß
?
¶ ·TâgüIÕh×>îÖjÝ9ÐÞté×>î9ÞxÖjÝ>évú9Ó0Û<ÛhÑ2ÑwÛPÓ
M˜T∗r (f).
-I\ñûPR(øFÜTé×ÖjÒIÕhååðTüDñNé òÛPÒ9×>î
P
(
MH∗r (f) > δ − 〈µ,P ∗f〉 > δ
)
,
Ò>ÞjÐ×9Ø-I\ñù$Õh×>îê-I\ñHü
ÕPÞxÐ×ÖjÝ>é
ú9Ó0Û<ÛhÑFÛhÑFïﬁÝ>éÛPÓ0éô
ö
¶

¶
?
¶

¶ð¢>MPMcófMcófð¢>McñMc^M)PRcR
çé ÕhÓ0é"ØTÛPÐ×9ØÖ0ÛÖjÓ0ébÕhÖ
α̂n0 − α0
¶3ó
éÜ<ÐÕhÖjÐÛP×Ð×>é
	ÒIÕhåÐÖjÐéÞ3ÑwÛPÓ
α̂n1 − α1
ü
β̂nη − βη
ü
α̂
′n
η − α′η
ü
β̂
′n
η − β′η
ü
η ∈ {0, 1} üÔbÕh×$òéÖjÓ0ébÕhÖ0éîìÐ×ìÖjÝ>é"ÞmÕhôéñﬁÕðT¶ 6 éÔbÕhååÐ×9Ø
ÖjÝIÕhÖvÖjÝ>é ÞjÖmÕhÖ0é ÞjúIÕPÔéÛhÑNÖjÝ>é"ú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ
(Xi, i ∈ T∗) üDî9é×>ÛPÖ0éîòð S üÐÞÕPÞ0ÞjÒ9ôéî$Ö0Ûòé ÕÔÛPôúIÕPÔÖ
ÞjÒ9ò>Þ0éÖtÛhÑ
R
¶
CDéÖ
g1
ü
g2
ü
h1
Õh×>î
h2
ÖjÝ>é3ÑCÒ9×>ÔÖjÐÛP×>Þî9é4>×>éîìÛP×
S3
Ó0éÞjúéÔÖjÐÜTéåðòð
g1(x, y, z) = (xy − x(α0x+ β0))1S3(x, y, z)
ü
g2(x, y, z) = (y − α0x− β0))1S3(x, y, z)
ü
h1(x, y, z) = x1S3(x, y, z)
ü
h2(x, y, z) = x
2
1S3(x, y, z)
¶
ßÖÐÞébÕPÞjð Ö0ÛÞ0ééxÖjÝIÕhÖ
P ∗g1(x) = 0
ü
P ∗g2(x) = 0
ü
P ∗h1(x) = p1,0x
Õh×>î
P ∗h2(x) = p1,0x
2 ñxÝ>éÓ0é
P ∗
î9é×>ÛPÖ0é ÖjÝ>é"ÖjÓmÕh×>ÞjÐÖjÐÛP×ÚTéÓj×>éå\ÕPÞ0Þ0Û<ÔÐÕhÖ0éî$Ö0ÛÖjÝ>éÏ
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ß
Å
âtú9Ó0Û<ÔéÞ0Þ
ñxÐÖjÝôÐÞ0ÞjÐ×9Øî>ÕhÖmÕª¶ç±ÐÖjÝ
ÖjÝ>éÞ0év×>ÛPÖmÕhÖjÐÛP×>Þbü9ñNéÔbÕh×Ó0éñxÓjÐÖ0é
α̂n0 − α0
ÕPÞ
α̂n0 − α0 =
|T∗n|−1|T1,0n |
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